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Die Erweiterungen auf Atome mit Kernladun-
gen grofler als zehn kann in entsprechender Weise,
wie hier angegeben, vorgenommen werden. So wire
eine 3s-Funktion mit einem LCGO-Ansatz mit sechs
oder sieben Gauss-Funktionen zu approximieren,
wobei die ersten fiinf (oder sechs) von den vor-
herigen Rechnungen zu tibernehmen wéren. Gege-
benenfalls konnten auch mehr Funktionen im Zen-
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trum lokalisiert werden. Wahrend die Ansitze fiir
p-Funktionen erhalten bleiben, wére fiir d-Funktio-
nen etwa wie in Abb. 3 vorzugehen.

Frau I. Funke danke ich herzlich fiir die Herstellung
der Programme an der Rechenmaschine G 3 und fiir
die Durchfithrung der umfangreichen Rechnungen. Dem
Verband der Chemischen Industrie mochte ich fiir die
Bereitstellung von Mitteln fiir die wissenschaftlichen
Untersuchungen meinen Dank sagen.
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It is generally assumed, that in solids the diffusion of gas is modified through traps, which

capture the gas atoms for a certain length of time.

Taking into account this trapping with constant

absorption- and emission-probability the diffusion from a sphere was calculated numerically by
Hurst. In the present paper the calculation is performed analytically for small diffusion depth
(arbitrary body form). For the resulting gas release simple approximation formulas are obtained
valid for different time intervals. With these formulas one may get values of certain parameter
combinations directly from the experimental curves. The meaning of the absorption and emission
probability is discussed using the theory of Eyrine, Zener and others. Especially for the quotient
of absorption and emission probability a simple expression is obtained. In connection with the
above mentioned release formulas this expression may explain the twofold activation enthalpy

recently found by Ricuter and Zimex.

Bei Messungen der Diffusion von Gasen aus Fest-
korpern wird haufig eine Abweichung von dem ein-
facher Volumendiffusion entsprechenden Verhalten
gefunden, das sich durch die Annahme sogenannter
Fallen (traps) im Festkorper erklaren 1afit 174, Diese
Fallen sollen die Gasatome einfangen und zumindest
eine Zeit lang an der Diffusion hindern. Als der-
artige Fallen konnten Poren wirken, ferner raumlich
begrenzte Versetzungslinien und andere Arten von
Fehlstellen, insbesondere durch Bestrahlung hervor-
gerufene. Im folgenden soll der Einfluf} dieser Fallen
auf die Zeitabhéngigkeit der Gasabgabe, also die so-
genannte Kinetik des Diffusionsprozesses, und ihre
Wirkungsweise im atomistischen Bild nach der von
EvrinG, ZENER u. a. angegebenen Theorie untersucht
werden.

Die Kinetik ist unter bestimmten Annahmen
numerisch von Hurst ! berechnet worden. Er bertick-

1 D. G. Hurst, AECL-1550, Nov. 1962.

2 J. R. MacEwax u. W. H. Stevess, J. Nucl. Mater. 11, 77
[1964].

3 F. Feux, P. Scamerine u. K. E. Zivex, EUR 259.d [1963].

sichtigt die Fallen durch einfache Absorptions- und
Quellterme in der Diffusionsgleichung [siehe weiter
unten Gl. (1) und (2)]. Dies bedeutet, da} die
Emissionswahrscheinlichkeit fiir ein eingefangenes
und der Absorptionsquerschnitt fiir ein diffundieren-
des Atom sich zeitlich nicht &ndern und unabhingig
von der Besetzung der Fallen sind, und daf} die Fal-
len rdumlich gleichméBig verteilt sind.

Die von Hurst berechneten Werte, die in Form
von Tabellen und Kurven mitgeteilt werden, gelten
fir Kugel und zweiseitig begrenzte Platte. Wie
Hurst bemerkt, ist jedoch fiir hinreichend geringe
Gasabgabe, d.h. so lange die Diffusionstiefe klein
gegen die Korperabmessungen ist, die prozentuale
Gasabgabe wie bei reguldrer Diffusion ® hinsichtlich
der Form des Korpers nur durch das Verhiltnis
Oberfliche zu Volumen (S/V) bestimmt. In Ab-

schnitt 2 und 3 werden fiir diesen Bereich, der bei

4 A. K. H. Ricurer u. K. E. Zivex, Z. Naturforschg. 20 a,
666 [1965].

5 W. Intaorr u. K. E. Zivex, Trans. Chalmers Univ. Technol.
(Goteborg) No. 176, p. 16 [1956].
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UBER DEN EINFLUSS VON FALLEN AUF DIE DIFFUSION

den Messungen haufig nicht iiberschritten wird, ana-
lytische Naherungsformeln fiir bestimmte Zeiten ab-
geleitet. Diese Formeln erlauben aus den MeBkurven
direkt den Wert gewisser aus den Parametern ge-
bildeter Grofen zu entnehmen, was die Auswertung
der MeBkurven vereinfacht. Haufig ist es nicht mog-
lich, alle Parameter eindeutig zu bestimmen. Dann
ist es mit Hilfe analytischer Ausdriicke zumindest
einfacher zu erkennen, welche Aussagen auf Grund
der Messungen gemacht werden konnen und durch
welche Anderung der Versuchsbedingungen man zu
moglichst eindeutiger Bestimmung der Parameter
gelangen kann. Im Zusammenhang hiermit wird
noch der Zeitverlauf der Gasabgabe bei einer diinnen
Platte erwahnt, aus dem man nach Abklingen der
Oberwellen ziemlich direkt die Emissionswahrschein-

lichkeit bestimmen kann (Abschn. 4).

Ein Vorteil der analytischen Rechnung fiir kleine
Diffusionstiefe ist ferner, dafl eine anfangliche Zeit-
abhéngigkeit der Parameter beriicksichtigt werden
kann, mit der wegen Umordnung des Gitters infolge
der Temperaturerh6hung bei MeBbeginn gerechnet
werden mufl. Zum Beispiel wenn die Fallen nur Gas
emittieren, also keine Absorption stattfindet, nimmt
bei dem Ansatz (2) der Inhalt der Fallen zeitlich
exponentiell ab. Bei einem Ausheilen infolge Tem-
peraturerhohung ist jedoch auch ein anderer Zeit-
verlauf moglich. Deshalb wird in Abschn. 2 die re-
sultierende Gasabgabe nach auflen auch fiir belie-
bige zeitliche Abnahme m(¢) des Falleninhaltes und
fiir zeitlich variablen Diffusionskoeffizienten unter-
sucht. Aus Beginn und asymptotischem Verlauf der
MeBkurve lassen sich bestimmte Gréflen entnehmen.
Dies ist auch bei gleichzeitiger, anfangs moglicher-
weise variabler Absorption der Fall (Abschn. 3).

In Abschn. 5 wird die Emissionswahrscheinlich-
keit nach Evring, ZENER u. a. bestimmt, d. h. auf
Frequenzfaktor und Aktivierungsenthalpie zuriick-
gefiihrt. Die Absorptionswahrscheinlichkeit ist nach
der elementaren Transporttheorie durch Diffusions-
koeffizient und freie Wegldngen fiir Streuung und
Absorption gegeben !. Fiir den Quotienten aus bei-
den Groflen ergibt sich ein einfacher Ausdruck. In
Verbindung mit einer Formel fiir die Gasabgabe
liefert dieser auch eine Erkldrung fiir die kiirzlich
von Ricuter und Zmven 4 gefundenen zwei verschie-
denen (effektiven) Aktivierungsenthalpien beim glei-
chen System. Dies zeigt, da} die z. Tl. etwas lang-
wierigen Rechnungen in Abschn. 2 und 3 fiir die
Kinetik zur Gewinnung sicherer Aussagen erforder-
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lich sind. In Abschn. 6 werden einige Beispiele zur
Anwendung dieser Formeln erortert.

Kiirzlich haben Carrorr, PeErez und Sisman den
Einflu der Fallen auf die Gasabgabe wihrend der
Bestrahlung experimentell und theoretisch unter-
sucht ®. Dort wird das Entstehen der Fallen durch
die Bestrahlung in Rechnung gesetzt, wihrend sich
die Bestimmung des Profiles der Gaskonzentration
wegen zeitlicher Konstanz vereinfacht.

1. Ausgangsgleichungen fiir die Gasabgabe

Nach Hurst ! nehmen wir fiir die Dichten ¢ (1, ¢)
der diffundierenden und m(1,¢) der eingefangenen
Gasatome folgende Gleichungen an, die wir in

Abschn. 2 noch modifizieren:
% c(r,t) =D de(x,t) —pc(r,t) +bm(r,2), (1)

gt—-m(r,t)=,uc(r,t)—bm(r, £) (2)

Dabei ist D (cm?/sec) der Diffusionskoeffizient,
b (sec™) die Wahrscheinlichkeit pro Sekunde fiir
ein eingefangenes Teilchen die Falle zu verlassen
und u« die Wahrscheinlichkeit pro Sek. fir ein dif-
fundierendes Teilchen eingefangen zu werden (bei
Hurst D/L?). Diese GroBe ist also gleich mittlerer
Geschwindigkeit der diffundierenden Teilchen divi-
diert durch freie Weglidnge fiir Absorption. In einem
unendlich ausgedehnten Medium ist im Gleich-
gewicht ! (Definition fiir i)

mlc=u/b=ji. (3)
In Abschn. 2 und 3 bestimmen wir entsprechend der
erwihnten Beschrankung auf kleine Diffusionstiefe

die rdumlich nur von z abhingige Losung dieser
Gleichungen fiir 2 >0 mit der Randbedingung

c(0,t) =m(0,¢) =0 (4)

und der Anfangsbedingung
¢(z,0)=p, m(z,0)=qg fir 2>0. (5)
Die Stromdichte j(t) an der Grenzfliche nach aullen

1st

j(®) =D(3¢/02) -0, (6)

und die insgesamt pro Flacheneinheit nach auflen ab-
gegebene Gasmenge ergibt sich hieraus durch Inte-
gration uber t. Rechnet man die Dichten ¢ und m

6 R. M. Carrorr, R. B. Perez u. O. Sisman, J. Amer. Ceram.
Soc. 48, 55 [1965].
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dimensionslos (d. h. die Gasmengen in c¢m?®) und
normiert man

p+q=1, (7)

so erhilt man fir einen endlichen Koérper durch
Multiplikation mit S/V fiir hinreichend kleine Zeiten
den Bruchteil F(¢) des nach auflen abgegebenen
Gases

t
B =2 [j(z’) dr'. (8)
0

Dieser Bruchteil ¥ (¢) des gesamten Gases, der i. allg.
gemessen wird, enthdlt also Anteile des anfangs

diffundierenden Gases [c(z, 0), Faktor p] und des
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anfangs in den Fallen befindlichen Gases [m(z,0),
Faktor ¢]. In dem Bericht von Hursr ! wird einzeln
der herausgelangte Bruchteil des anfangs auBerhalb
der Fallen befindlichen Gases (dort F) und der des
anfangs eingefangenen Gases (dort G) angegeben.

Wenn die betrachteten Gasatome radioaktiv sind,
muf} eigentlich in (1) rechts noch ein Term — 4 ¢(1, ),
in (2) —Am(r,¢) hinzugefiigt werden. Wie man
sich leicht tiberlegt, bewirkt dies in den Ausdriicken
fiir F(¢) nur einen zusitzlichen Faktor exp{ —4t¢}.
Die abgeleiteten Formeln fiir F(z) gelten also ge-
gebenenfalls fir die um den radioaktiven Zerfall
korrigierten Betrédge.

2. Nur Emission oder nur Absorption der Fallen

Wir betrachten zunichst den einfachen Spezialfall, da} =0 ist, daf} also die Fallen keine Atome aufler
den anfangs (£=0) in ihnen befindlichen einfangen. Dies entspricht einem Ausheilen der Fallen bei der Ab-

gabe des Gases. Dann folgt aus (2) und (1)

t
c(z,1) =p D (x/2VD1t) +q'b [ e D/2VD(t—1))dl,
0

wobei @ das Fehlerintegral ist: D(z) =

Hiermit erhdlt man gemédll (6) und (8) nach einer Integration

F(t) =

m(z,t) = q-exp{ —bt}, (9)
(10)
| e du.
: ]
> 5 (pVDitg fbe VD(-1) dt’). (11)

vV Va

Das Integral ldBt sich auch als Fehlerintegral mit imagindrem Argument schreiben. Durch wiederholte

partielle Integration ergibt sich

fir bz<1 und (15), wenn u=0:

also

_ 5 2 2,, 22 2, 2:2:2 3 } (12)
F@) =3 2 VDi[p+q (3be- 22 602+ 222 b3+ ).
Ferner erhalt man fiir b¢>1 als asymptotische Entwicklung mit (7)
S 2 _ .S /D 1 1-3
Kz~ vV Va VDi-gq 1% V&;b Vbt (1+ 2bt +2-2(bt)2 +) (13)

asymptotisch fir 5¢>1 und (15), wenn u=0:

2 _ S 4 D 1 (1 q (14)

F2(1) = o [Dz 9, (1+ —bé<2 + 4)+>J

Diese Gleichungen gelten wie gesagt nur, wenn ferner die Diffusionstiefe klein gegen die ,Dicke“ (R) des

Korpers ist, d. h. nach (10) wenn

2VYDt <R

(15)

ist. Wenn die Fallen innerhalb der hierdurch gegebenen Zeitgrenze ihr Gas abgegeben haben, ergibt sich also
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nach der Abgabe fiir F2(t) praktisch eine Gerade mit derselben Steigung wie bei einfacher Diffusion, die
jedoch um das Stiick

ty=q/b (16)

nach rechts verschoben ist. Fiir kleinere Zeiten ist der Anstieg geringer und durch (12) gegeben.

Die obigen Ausdriicke fiir F(z) lassen sich auch dahin verallgemeinern, dafl D zeitabhingig ist (z. B.
infolge Temperaturdnderung) und die Abgabe aus den Fallen nicht gemaf3 (2) bzw. (9) erfolgt, sondern daf3
der Inhalt der Fallen in beliebiger Form m(z) von ¢ bis Null abnimmt. Anstelle von bm in (1) tritt dann
ersichtlich (— dm (¢) /d¢). Damit ergibt die Rechnung 7

Ft)=3

2 -
vV Va (L7}

(p V' Dwyar+ [ 5 [ D@harar).

Hier 148t sich der zweite Term genauso wie in (11) durch wiederholte partielle Integration entwickeln, wenn

man

t
u(t)=Dl—jD(t')dt' mit Dy=D(0)
00

als Integrationvariable benutzt. Schreibt man die Tavror-Entwicklung von m(z) in der Form

m(t):q(l+b,t+ begry bs 3

so erhalt man

F(t) = i ;ﬂ ]/”J;D‘(t"’) de’- [p+q (— § byu—

Ein anfinglicher Verlauf von F(z) wie ¢”* (bei kon-
stantem D und p = 0) besagt, da} der Inhalt der Fal-
len anfangs linear abnimmt.

Auch die (13) entsprechende Entwicklung fir die
Zeit nach Entleerung der Fallen 1dft sich in all-
gemeiner Form erhalten, indem man in (17) wieder
u als Integrationsvariable benutzt und jetzt den
m-Faktor mehrfach partiell integriert. Definiert man
eine effektive Abgabezeit ¢, fiir die Fallen durch

joo m()) 50 di= gt (20)
0
so erhilt man nach zwei Schritten
F@)= 5 - (VDou—g ), (21)
oder  F2(1) = iz 4 (Dou—gtaDy..).  (22)

Wie man leicht sieht, kann man fiir die letzten bei-
den Gleichungen u und #, auch mit einem willkiir-
lichen Bezugswert D, definieren (z. B. Mittel- oder
Endwert), der nicht gleich dem Anfangswert D(0)
ist. In (21) und (22) fallt D, wieder heraus. Gl. (21)
besagt nach (20), dafl eine verzdgerte Gasabgabe

7 H. Gaus, Z. Naturforschg. 17 a, 297 [1962].

(18)
21 3! )’
22y 5 288 5
22 hput— 2225 ). (19)

aus den Fallen sich im Endeffekt nur bemerkbar
macht, wenn sie bei merklicher Diffusion stattfand,
was unmittelbar klar ist. Bei den Messungen ist hau-
fig der Diffusionskoeffizient anfangs zunehmend und
dann (ab ) konstant (=D;). In diesem Fall ist

mit

D0u=D0(t——tA+uA) upr <l .

Ein langsamer Anstieg des Diffusionskoeffizienten
bewirkt also wie bekannt gleichfalls eine Verschie-
bung der asymptotischen Geraden nach rechts. Nach
(22) kann man nach Entleerung der Fallen bei be-
liebig variablen Diffusionskoeffizienten diesen wie
bei ungestorter Diffusion aus der jeweiligen Steigung
von F2(t) bestimmen. Dabei ist, wie in diesem gan-
zen Abschnitt, in Analogie zu (15)

2VDyu <R (23)

vorausgesetzt.

Die fritheren GIn. (11) bis (15) sind ersichtlich
ein Spezialfall von (17) bis (23) fir konstantes
D(t) =Dy=D, u=t, b;= (—b)7 und t,,=1/b.

Der zu dem vorigen entgegengesetzte Spezialfall
ist b=0, u*+ 0, d.h. die Fallen absorbieren Gas
ohne Wiederabgabe. Auch in diesem Fall 163t sich der
Bruchteil F(z) fir zeitabhdngiges D(¢) und w«(z) als
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Integral angeben. In Gl. (1) mit b=0 sowie zeit-
abhingigem D und w 1dBt sich der u-Term durch den
Ansatz ¢
c(r,t) =c(r,1) 'expo_f w(r) dr

t

0

F() =p ,S; Jexp {—jit(f) df‘(l/“:l"l)(r) dt>—1D(t') dr’.
0
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eliminieren und dann wieder u an Stelle von ¢ als
Variable benutzen’. So erhélt man aus der (4)
und (5) entsprechenden Losung, also fiir hinreichend
kleine Diffusionstiefe

Wir entwickeln dies nur fiir zeitlich konstantes ; und D. Hierfiir ist also

wenn b=0 und (15):

F@) =p - |/2 @V =p ;-

Die Entwicklung ist fiir #¢ < 1 zu gebrauchen; im
Bereich w4 ¢ < 1/4 macht sich eine Absorption prak-
tisch nicht bemerkbar. Fiir ©¢1<2 kann @ =1 ge-
setzt werden. Dieser Endwert von F, der auch von
HursT angegeben wird, ist unter der Bedingung (15)
nur verwirklicht, wenn 2 V/D/u < R ist .

3. Emission und Absorption der Fallen

Die Rechnung fiir den allgemeinen Fall von Hurst
1aBt sich auf die hier betrachtete einfachere Rand-
bedingung (4) iibertragen, indem man die Fourier-
Summen durch geeignete Integrale ersetzt. Zunichst
ergibt Integration von (2) bei der Anfangsbedingung

(5)

m(z,t) =qe " 4 e [ c(z, 1) di.
0

(27)

Setzt man dies in (1) ein, multipliziert mit exp{b ¢}
und differenziert nach ¢, so erhilt man eine Differen-
tialgleichung zweiter Ordnung in z und ¢, die sich
durch Exponentialansatz

(28)

16sen 1dt. Man erhalt dieselbe quadratische Gleichung
wie im diskreten Fall !

c=exp(ilz—ai)

Hiermit wird nach (6) und (8)

+ o0

Fy=5 2 1[(—p+:’7) (-t + [p- 2) (1—e_“5‘)}d§.

2n

— oo

A

(24)
2 t(1_ o (un? (25), (26)
1/;I/Dt<1 =t 10-—...)
F=[a®~a(b+u)]/[D(a-b)].
Auflésung nach a ergibt
a=% (b+utDE A, -

as=% (b+pu+D3) +4,
A=+Vub+1(u—b+D?)2.
Wenn { die reellen Werte von 0 bis co durchlduft,
geht a; von 0 bis b und a, von b+ u bis co. Damit

laft sich die Losung in der Form schreiben (fiir
x> 0)

wobei

c(x,t) =

1 : i
2771 {(eztx_e 131)

a (30)
3k

Der Integrationsweg C geht langs der reellen Achse
von — oo nach + oo unter dem Punkt {=0 durch.
Wie man sieht, ist die Randbedingung (4) identisch
erfiillt und die Anfangsbedingung (5), wenn

B (Cl e—alt+ s e—a,t)

€4+ C=p

ist. Eine weitere Bedingungsgleichung erhilt man
aus (1) mit (27) fir t=0. Es ergibt sich

ci=(—pay+b)/(24),cs=(pas—b)/(24). (31)

(32)

2

Diese Schritte entsprechen ziemlich der Rechnung von Hurst. 4, 2, und a, sind Funktionen von {?; anstelle
des Integrals von — oo bis + o kann man also das doppelte Integral von 0 bis ~ setzen. Wir fithren nun
in den beiden Summanden neue Integrationsvariable z ein durch

bzw. a,=bz. (33)

ay=bzx
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Nach Ausrechnung von d{ erhilt man, wenn man mit (7) wieder in p- und g-Anteile zerlegt

F(1) = 71/0 { Uf(x) dz + ‘[f(x) dx] +q”g(x) dz— [g(x) dx} . (34)

m+1 it
worin  f(z) = (1 —e~b%) g% V =1 g(z) = (1 —e~bt2) x””(]/(l —D)(l+a —z))‘l

ist. Wenn u =0 ist, haben die Integrale uiber g bei 1 logarithmische Singularitaten, die sich aber aufheben.
Aus (34) kann man fiir b¢>1 wieder einfache Approximationen in Analogie zu (13) und (14) erhalten.

Hierzu teilen wir die Integrale von 0 bis 1 auf gemal}
1 ? 1

fdz= [dz+ [d=.
0 0 d

(0<®<1) und vernachldssigen exp{ — b ¢z} im zweiten Teil sowie in den Integralen von 1+ @ bis ~. So-
dann formen wir diese letzteren Integrale durch die Substitution 2 = (1 + ) /z in Integrale von 0 bis 1 um,
die wir wieder wie eben beschrieben aufteilen. So erhalten wir fiir die Integrale iiber g(x)

jg(x) da + [g(x) o= (1+7) '/=j<1 eve) S (14g THER ) (35)
1+
1

_a+@) (Vad 1+p2 dr (1 e
1+4 Oj x x<1+x )-{—JV ( - )

14+ n 1—z) A+ pu—2x) \ 2% 14u

In den ersten beiden Termen sind noch die Wurzeln in ersichtlicher Weise entwickelt, womit sich die Integra-
tion ausfiihren bzw. auf Fehlerintegrale zuriickfiithren ldft. Fiir den letzten Term ergibt sich mit einer Re-
kursionsformel fur elliptische Integrale

1
3 o
de= ~ _ _ 9.
| &= ity V“ % 1~ 25
P
Entwickelt man dies nach )%, so heben sich die Glieder mit Y% ~! und VO mit entsprechenden der ersten
beiden Integrale in (35) heraus und es bleiben die Glieder ab V93, Diese sind in der Ordnung (bt) =" zu
vernachldssigen, wenn man ¥ =1/b¢ oder z. B. fiir b¢>2 besser ¥ =2/bt usw. setzt. Dann werden ferner
die auftretenden Fehlerintegrale @ (/b t%¥) ~ 1. Damit erhilt man, wenn man die Integrale iiber f(z) in
genau gleicher Weise entwickelt:
S 2 p+q /D piu—q(+ip)
PO = 5 VD s Ve (36)

Ein Vergleich mit den von Hurst berechneten Wer-
ten zeigt, dal der Fehler dieser Approximation auch
fir (bt)-Werte dicht oberhalb oder gleich 1 nicht fusionskoeffist
grofler als 10% ist; fiir grolere bt ist der Fehler SRS _

wesentlich geringer. Natiirlich muBl wieder (15) Deyt =D/ (1 + 2) (38)
erfiillt sein. Zur Auswertung von MeBkurven wird entspricht. Die Verlingerung dieser Geraden schnei-

Es ergibt sich also asymptotisch wieder eine Ge-
rade, deren Steigung jedoch einem effektiven Dif-

hiufig quadriert; es wird det die Abzissenachse rechts oder links vom Null-
punkt, jenachdem ob ¢; positiv oder negativ ist.
asymptotisch fir 5¢>1 und (15): Wenn speziell bei t=0 (fast) alles Gas aulierhalb
F2(1) = S: 4 70 (t—1,) der Fallen ist (¢=0), ergibt sich das Bild eines an-
re fangs steileren Anstieges (,,burst®), wahrend im
t == :Pfﬁljﬂ(l'i'i/‘) (37) umgekehrten Fall, wenn p=0 ist, der Anstieg an-
Bl X fangs geringer ist (,,Anlaufzeit”). Fir « =0 werden
. (q— —2—(——1{” ;) . (36) und (37) identisch mit den ersten Termen von
' (13) und (14).
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Fir b =0 ergab sich fiir grofle ut asymptotisch
F =const nach (25) mit @ =1. Um auch den An-
schluB an diesen Ausdruck zu erhalten, betrachten
wir noch den Fall b¢t<1 (etwa < 1/4) aber ut>1
(etwa = 2), der bei groBlen Werten von £ fiir einen
Bereich von ¢ innerhalb (15) verwirklicht sein kann.
In diesem Fall kann man die Exponentialfunktion in
den Integranden von (34) im Bereich von 0 bis 1
entwickeln und im Bereich von (1+ ) bis oo ver-
nachldssigen. [Will man in (34) den Fall =0 ein-
schlieflen, so muf} man « an Stelle von (33) z. B. durch
a= (b+ u)x definieren. In dem eben betrachteten
Fall kann man ersichtlich auch in dem mit (33)
erhaltenen Ergebnis zu limes b— 0 iibergehen.]
Man erhélt, wenn man die Integrale von (1 + @) bis
oo wieder in solche von O bis 1 umformt und die
Waurzeln nach 2/ (1 + i) entwickelt:

asymptotisch fiir #¢>1, wenn noch b¢< 1 und
(15):

F(2) = j]/bfﬂ [p(1+5bt) +qbi].

(39)

Hierbei sind hohere Potenzen von bz und 1/ (1 + /)
vernachlassigt. In diesem Bereich ergibt sich wie bei
(25) eine Gerade fiir F(¢) [nicht F?(z) ], deren Lage
einem anfangs steileren Anstieg entspricht. Als Be-
stimmungsstiicke dieser Geraden kann man z. B. den

Schnittpunkt mit der F-Achse
Fo=(S/V) VD/(b+u) p

und die aus (39) folgende Steigung nehmen.

Gl. (37) und (38) sind Approximationen fiir F?
und F, so daf} der relative Fehler von t; bzw. F,
grof} sein kann, wenn diese GroBlen nur ein Bruch-
teil der ¢- bzw. F-Werte im Giiltigkeitsbereich von
(37) bzw. (39) sind. — Wenn u grof} ist sowohl
gegen b als auch gegen die Abklingkonstante der
Diffusion (~a*D/R?), geniigt als Voraussetzung
fiir (36), (37) und (39), dal (15) mit D.y; an
Stelle von D erfiillt ist. Dies ergibt sich durch Ent-
wicklung der Wurzel in a; und a, (29) und Ver-
gleich des Integrales (30) oder (32) mit den Sum-
men im diskreten Fall!. Fir b— 0 geht D.;— 0
und die Gleichungen gelten unter der genannten Be-
dingung fiir u zeitlich unbeschriinkt in Ubereinstim-
mung mit dem Schluf} von Abschnitt 2.

Wenn schliefilich sowohl b¢ als auch ¢ klein
gegen 1 sind, bleibt, wie man folgern kann, (12) fiir
die ersten im p-Teil () und im g-Teil (£*) auf-

(40)
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tretenden Potenzen giiltig. Wird das Gas im Probe-
korper bei Zimmertemperatur hergestellt und wird
bei Mefbeginn erhitzt, so kann am Anfang der MeB-
reihe ein teilweises Ausheilen oder Umordnen der
Fallen stattfinden, wie in Verbindung mit (17) er-
ortert, und sich dann ein konstanter b, und «-Wert
einstellen. Wenn der asymptotische Verlauf inner-
halb der Bedingung (15) erreicht wird, so &ndert
sich hierdurch in (37) nur ¢, , wahrend die Steigung
von F? denselben Wert wie in (37) hat. Dies folgt
daraus, daf} bei unendlich groflem Kéorper die raum-
liche Form der Dichten fiir hinreichend grofle ¢ un-
abhéngig von dem Anlaufvorgang wird.

4. Diinne Platte

Durch Messung in dem durch (15) berechneten
Bereich lassen sich hdufig nicht alle Parameter be-
stimmen, jedenfalls nicht mit hinreichender Sicher-
heit. Wir wollen deshalb noch den zu (15) entgegen-
gesetzten Fall kurz diskutieren, der sich, dhnlich wie
bei ungestorter Diffusion 5 auch hier leicht iibersehen
1aBt. Wir betrachten eine diinne planparallele Platte
der Dicke a, deren Deckflichen sehr grof} gegen a?
seien. Dann ist das Zeitverhalten fiir hinreichend
grofle Zeiten wie bekannt nur durch das Abklingen
der Grundwelle der Konzentration sin(xtx/a) be-
stimmt. Wie man sich an Hand von (28) leicht klar-
macht, treten dann als Zeitfaktoren exp{a; ¢} und
exp{a, t} auf, wobei a; und a, durch (29) gegeben
sind mit { = 7r/a. Ist nun die Platte so diinn, daf}

D2=Da%a®>20 (41)

ist, so kann man die Wurzel 4 entwickeln

A=Y (u—-b+DZ?

+ ub _ (1 b)? L

(u—=b+D&)  (u—b+D &>

und erhalt

=B — Iz
a‘*b<1 ,u—b+D(n/a)"’>’ (42)

72 b
ap=u+D & TU U—b D ()
Das Zeitverhalten ist also bei diinner Platte zum
Schluf} durch a; bestimmt. Fiir diese Zeiten gilt, wie

leicht zu sehen ist,
1 —F(t) = constexp{ —a,t}. (43)

Durch logarithmisches Auftragen von (1 — F (¢)) kann
man also a; bestimmen und bei hinreichend kleinem
1 oder hinreichend groBem D (s1/a)? direkt den Wert
von b entnehmen.
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5. Physikalische Bedeutung der Parameter
Der Diffusionskoeffizient 1Bt sich bekanntlich

nach Evrine, ZENER u. a. berechnen, indem man die
Wahrscheinlichkeit pro sec bestimmt, daf ein dif-
fundierendes Teilchen aus einer Lage minimaler
potentieller Energie in eine benachbarte solche tiber
einen ,Sattel hoherer potentieller Energie iiber-
geht, siehe z. B. 8 9. Dabei rechnet man mit thermo-
dynamischem Gleichgewicht zwischen den Teilchen
auf dem Sattel und denen in der Potentialmulde.
Man kann diese Uberlegungen auf die GroBe b an-
wenden, die ja nach der Definition in (1), (2) die
Wahrscheinlichkeit pro sec ist, mit der das ein-
gefangene Teilchen die Falle verldfit. Somit ist nach 9,
Gl. (12.10)f:

fVEXD{—U(Is,?/,Z,Q)/(kT)}dydqu7V ET
Jexp{—U(z,y,2,q) [ (kT)} dx dy dz dq 2aM
(44)

Hier bedeutet gy, die Zahl der dquivalenten Wege,
auf denen das Teilchen (Masse M) die Mulde ver-
lassen kann; z, y, z sind die Koordinaten des Teil-
chens, z-Achse lings des Weges iiber den Sattel
(23 =Ort des Sattels), ¢ steht fiir die Koordinaten
aller benachbarter Gitter-Atome, die beim Ubergang
eventuell verschoben werden und U ist die poten-
tielle Energie des Systems (einschlielich des Ge-
wichtes zur Konstanthaltung des &#uBeren Luft-
druckes). Der letzte Faktor stellt die mittlere Ge-
schwindigkeit des Teilchens auf dem Sattel nach
aulen dar. Um den Quotienten, der die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit auf dem Sattel (pro Langenein-
heit) angibt, als Exponential der freien Enthalpie zu
schreiben, fithrt man nach Zexer im Nenner die
Integration iiber z aus, damit die Integranden die
gleiche Anzahl von Freiheitsgraden erhalten. Bei
der Bestimmung des Diffusionskoeffizienten approxi-
miert man hierzu, wenn kT klein gegen die Sattel-
hohe ist, den z-Verlauf des Potentials der Mulde

bzgh

durch ein Parabelpotential (Frequenz »). Damit
ergibt sich 9
b=gyvyexp{ — G/ (kT)}, (45)

wobei », von der GroBenordnung der Desye-
Frequenz v, ist. Dieser Wert von b mit », == v, ist
also anzunehmen, wenn die Fallen durch Fehlstellen
einzelner oder weniger Gitterbausteine gegeben sind.

8 C. Zexer, Theory of Diffusion, in Imperfections in Nearly
Perfect Crystals (Edit. W. SzockLEy u. a.), John Wiley &
Sons, New York; Chapman & Hall, London 1959.

1305

Dabei ist die freie Enthalpie Gy, = G, — G), gleich der
Arbeit, die erforderlich ist, um das in der ¥, z-Ebene
frei bewegliche Teilchen bei isotherm-isobarem Kri-
stall von der Mulde auf den Sattel zu bringen.

Wenn die Fallen durch groBere Volumina wie
Poren oder Blédschen gegeben sind, kann man bei
der erwihnten Integration iiber x das Potential U im
Inneren der Falle als konstant betrachten, womit die
Integration den Durchmesser 2 r;, der Pore als Fak-
tor ergibt. Dann erhalt man (45) mit», =»,,

v, = 11/LT
d 2y 2aM’

Nimmt man g, proportional zur Oberflache der Pore
an, g, =gy’ 4 71,2, so wird (45)

b=g’r, V27 kT/Mexp{ —Gg/(kT)}, (47)

(46)

d. h. b nimmt mit wachsendem Volumen der Pore
zu trotz Abnahme der Frequenz.

Fir den Absorptionsquerschnitt « setzt Hurst !
der gewohnlichen Diffusionstheorie folgend

u=D[L* mit L2=1iply, (48)
wobei Ap die freie Weglénge fiir Streuung und 4, die
fir Einfang ist, und /p gleich der Schrittlinge von
einer Potentialmulde zur nachsten bei der Diffusion
ohne Fallen ist. Wir bezeichnen diese Mulden als
»Diffusionsplédtze“, je nach der Art der Diffusion
sind es Zwischengitterplitze oder Fehlstellen. Schreibt
man fir D

D=1Tip? (49)

wobei I' wie oben beschrieben zu berechnen ist 8 9,
so folgt

w=gpvp(3ip/hy) exp{ —Gsp/(kT)}.

Hierbei haben gp, vp und Gsp = Gs— Gp die oben
erliuterte Bedeutung, jetzt fiir Ubergiinge aus den

Diffusionsplatzen (Abb. 1).

(50)

Diffusionsplatze

Abb. 1. Schematischer Potentialverlauf (freie Enthalpie).

9 A. Seecer, Theorie der Gitterfehlstellen, im Handbuch der
Physik VII, 1 (Herausg. S. Fliigge), Springer-Verlag, Ber-
lin 1955.
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Fir den Quotienten / erhalt man also
gD D 3 iD Gs—Gs | Gp—Gy |
g v b p{ kT —lexp{ kT |°
(51)
Wenn das Gitter am Rande der Falle nicht verformt
ist, ist G.=Gg. Die Frequenzen » waren durch
eine Integration erhalten unter der Annahme, daf}
sich das Teilchen praktisch immer am Boden der
Potentialmulde befindet. Bei dieser Annahme kann
man fiir das Integral im Nenner von (44) auch nur
den iiber die betreffende Mulde erstreckten Teil
schreiben. Damit wird, wenn man fir b den
urspriinglichen Ausdruck (44) und den entsprechen-
den fiir I einsetzt,

_ &p 37p _ Zy
= i exp{(Gs—Gs)/(kT) } "

/,t =
==
b £

(52)

Hierbei ist also

7= fexp{—U(x,y,z, q)/(kT)} dvdy dz dgq,
wobei nur tiber das Gebiet des betreffenden Platzes
zu integrieren ist. Andererseits mufl nach (3) im
thermodynamischen Gleichgewicht

- m

_m _ b (Y
== = 0Zp — mp exp{ —Gvp/(kT)}

nb Zy (53)
sein, wenn n die Zahlen der betreffenden Platze (pro
cm?) sind. (G'yp wird spiter erklirt.) Es muB also
gelten

D25 exp{(6=G9)[(kT)} = ™, (54)

was man zur Bestimmung der Parameter mitbenutzen

kann. Man erhilt z. B. fiir z nach (51)

fi= 220 exp{Gpy/ (kT)} . (55)
np rh
Dies kann man auch aus (53) folgern, wenn man in
den Z wieder eine Integration ausfiihrt, um auf die
im Anschlufl an (45) nach Zexer definierten freien
Enthalpien zu kommen. Da in (53) jedoch in Zahler
und Nenner gleichartige Z stehen, erscheint es an-
gebrachter, direkt durch diesen Quotienten eine Dif-
ferenz der freien Enthalpie G'yp zu definieren, wie
in (53) angegeben, und (53) statt (55) zur Be-
schreibung von i zu verwenden. Da das Potential in
den Fallen im allgemeinen tiefer anzunehmen ist als
in den Diffusionsplitzen, ist G'p, im allgemeinen
positiv (vgl. Abb. 1). Wenn die Fallen so grof} sind,
dal} das Teilchen in ihnen frei beweglich ist, muf}
G'py gleich der Losungsenthalpie der betreffenden
Substanz in dem betreffenden Gitter sein. — Wenn
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die Anfangsbedingung (5) thermodynamischem
Gleichgewicht entspricht, ist nach (53) und (7)

p=1/(1+@), q=@/1+a. (56)

Das in (38) definierte D,y ist also gleich D-mal dem
im Gleichgewicht nicht eingefangenen Bruchteil. Mit
(56) wird nach (37)
1 m
b=, Ty (57)
Bei anfinglichem Gleichgewicht ist also #; immer
positiv (,,Anlaufzeit“) oder Null; bei grofleren &
(i. allg. tiefere Temperaturen) iiberwiegt der ¢-An-
teil, wihrend bei kleineren & sowohl p = 1 als auch
Dyt =~ D gilt (38).
Zur Beschreibung des gemessenen Diffusionskoef-
fizienten definiert man eine Aktivierungsenergie @,

durch

Qy=—(dlgD/dp), p=1/(kT). (58)
Schreibt man entsprechend
Q=+ (dlg@/d ), (59)

so ist im Bereich konstanter Q

D =D, exp{ — Q,/(kT)}, = fig eXP{Q2/(k T}

Der in (38) definierte effektive Diffusionskoeffizient
wird in diesem Bereich, wenn i grof} gegen 1 ist,

De = (Dyo/ fzy) exp{ — (Q1+Q2)/(ET) }, (60)

wiahrend fir Z<1 wie gesagt Des; =D ist. Bei der
Schreibweise (58), (59) ist nach ZENER wegen einer
thermodynamischen Relation Q gleich der Enthalpie
H, wenn die Temperaturabhéangigkeit durch
exp{G(T)/(kT)} mit G=H-TS

gegeben ist (S =Entropie)® °.

Wenn die Temperaturabhingigkeit des in (53)
stehenden Faktors (ny/np) vernachldssigbar ist, ist
also

Qs=H'vy, fig= (ny/np) exp{ —Spv/k} . (61)

Dies entspricht z. B. einer Zwischengitterdiffusion,
wenn die Fallen temperaturunabhingig gegeben sind,
etwa als Poren oder Verunreinigungen.

Wenn die Fallen aus Fehlstellen im thermodyna-
mischen Gleichgewicht bestehen gemif}

ny=N exp{ — Gy/ (kT)} (62)

(N Zahl der Gitterbausteine oder geometrisches Mit-
tel aus Zahlen der Bausteine und Zwischenplitze ?)
und die Zahl der Diffusionsplitze temperaturunab-
hingig ist wie bei Zwischengitterdiffusion, ist
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Q2:H/Db_HF5
fig= (N/np) exp{ (Sp—S'vp) [k} -

Q, wird also um die Aktivierungsenthalpie der Fehl-
stellen vermindert. (Diese sind als Fallen in dem an-
genommenen Modell unbeweglich.)

Findet umgekehrt die Diffusion iiber Fehlstellen
im thermodynamischen Gleichgewicht statt und sind
die Fallen temperaturunabhingig gegeben, so ist np
durch (62) bestimmt, und es wird

Q2 = H’Db + HF ’
fig= (ny/N) exp{ — (Sp +S'vu) [k} .

In diesem Fall tritt also die Aktivierungsenthalpie
der Fehlstellen auch noch in Q, zu der des effektiven
Diffusionskoeffizienten. — Natiirlich konnen auch
ny, und np durch Ausdriicke der Form (60) bestimmt
sein.

Bildet man D/ji mit (45) und (48), so fillt D
heraus, und es tritt explizit Gg,/(kT) im Exponen-
ten auf. Wegen der Bedingung (54) miissen aber
die Faktoren — speziell 4, — noch exponentiell
temperaturabhéngig sein, so dal die obige Schreib-
weise mit den n anstelle der 1 und g praktischer
erscheint.

Das verschiedene Verhalten von D, je nachdem
ob i klein oder grof} gegen 1 ist, erklart wahrschein-
lich den von Ricurer und Zmmex gefundenen Uber-
gang zu grofleren Aktivierungsenthalpien bei kleine-
ren Temperaturen, sieche ¢, Abb. 5, 7 und 11. Mit
den in * angegebenen Werten ergibt sich fiir die Dif-
fusion von Argon in

(63)

(64)

KCl  Dy=2,3-10"2 cm®/sec Q;=0,60¢€V,
Ay=4,6-10"1 0,=18 €V;
KBr Dy=1,8-10"% cm?/sec Q,;=0,36¢V,
fip—1,2-1078 Q>=1,19 V.

Darin sind die Aktivierungsenergien @ iiber den
ganzen MeBbereich konstant.

6. Beispiele fiir die Auswertung

AbschlieBend betrachten wir noch zwei Beispiele
fiir die in Abschnitt 2 und 3 abgeleiteten Formeln.
In Abb. 2 ist eine MeBkurve aus 3 (dort Fig. 29)
abgebildet (F gegen V). Die 6 letzten (mittelbaren)
MeBpunkte sind dariiber noch einmal als Funktion
von ¢ in einem oben eingezeichneten Mafistab auf-
getragen. Die 5 letzten Punkte liegen sehr genau auf
einer Geraden, die die Ordinate im Punkt F, = 0,066
schneidet. Die Steigung dieser Geraden ist 0,0161:72
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Abb. 2. Xe-Abgabe aus ThO,-Kristall bei 1553 °C nach Fevix,
ScameLiNG und ZiMex 3.

=0,224-10"2 pro Stunde. Nimmt man ¢=0 an,
weil keine Anlaufzeit vorliegt und anfangs die Ab-
weichung von F2~t gering zu sein scheint, so folgt

aus (39)
b=2-0,224-10"3/0,066 = 6,8-1073 pro Stunde.

Nimmt man fir den ersten MeBpunkt bei ¢, = 0,588
Std. nach (12) oder (26) an

F(t) =3 ]fn VD1, =0,025,

so ergibt sich mit dem obigen Wert von F,
b+ u=0,192 pro Std., u=0,185 pro Std.

Mit diesen Werten von b und u ist wirklich b¢<1
im ganzen MeBbereich und u¢; <1 aber ut>1 fiir
die im F —¢-Diagramm auf der Geraden liegenden
Punkte, wie vorausgesetzt war. Zu einer genaueren
Prifung, ob die gemachten Annahmen konsistent
sind, wiren weitere Mepunkte am Anfang der MeR-
kurve und eine Messung an einer gleichartig be-
handelten diinnen Platte niitzlich (vgl. Abschnitt4). —
Der Diffusionskoeffizient folgt aus F(t;) bzw. mit
b+u aus F,.

Auch die in Abb. 3 nach Munpr und Ricurer 10
abgebildete Gasabgabe aus einem polykristallinen
Preflling 1afit sich — etwas vereinfacht — nach dem
hier betrachteten Modell verstehen. Man kann an-
nehmen, dafl der anfinglich steile Anstieg einer
Diffusion langs der Fugen (der sogenannten Matrix)

10 H. P. Mux~pr u. A. K. H. Ricarer, Z. Naturforschg. 20 a, 267
[1965].
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des Preflings mit relativ groem Diffusions-
koeffizienten D* entspricht, wihrend die Kristalliten
als ,,Fallen“ wirken, indem sie ein in ihnen befind-
liches Atom eine Zeit lang an der schnellen Diffusion
langs der Fugen hindern. In Abb. 3 sind die letzten

0 1 ! 0 1 1
0 50 100 0 50 100

— t[min] —_— t[min]

Abb. 3. Argon-Abgabe aus KF-Tablette (r=h=0,25cm) bei
750 °C nach Muxpr und Ricnter 19,
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8 MeBpunkte wieder in einem F — ¢-Diagramm auf-
getragen. Es ergibt sich eine Steigung 0,49-1073
pro Min. und Fy=0,432. Daraus folgt mit der An-
nahme ¢=0 (wegen F?~¢ am Anfang) wie oben
b=2,3-1073 pro Min. Die Steigung bei MeBbeginn
im F? —¢-Diagramm ist etwa 0,0425 pro Min., also

(S2/V?) D*=0,0425 /4 pro Min.
und
(S2/7?) D* = 0,432%(b + 1) (nach dem F,-Wert),

somit b+ 1« =0,179 pro Min., ©=0,177 pro Min.
Diese Werte von b und u sind wieder im Einklang
mit den gemachten Annahmen iiber bt und ut.
Ferner ergibt sich D*=2,17-107% cm?/sec und da-
mit nach (48)

Ap  *Ap=3-2,17-1076-60/0,179 = 22-10 4 cm?,

was als GroBenordnung des Produktes der freien
Weglingen langs der Fugen méglich erscheint, da 4,
wegen bevorzugter Reflexion um einen betréchtlichen
Faktor grofer als Ap* sein kann.

Der Arbeitsgruppe ,,Diffusion“ des Institutes, beson-
ders den Herren LacerwaLi, Micce, Ricater (1) und
ScuMELING, bin ich dankbar fiir die Mitteilung von MeB-
ergebnissen und Diskussionen.



